STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1950-020

Over canonische vormen

"Actualiteiten"

H.J.A. Duparc

1950



Rapport Z.W, 1950 - 020.

Voordracht door H.J.A.Duparc in de serie
Actualiteiten op 16 December 1950,

Over canonische vormen.

Twee gehele rationale vormen van dezelfde graad in hetzij evenveel
cogrediénte variabelen, hetzij evenveel contragrediénte variabelen, wor-
*en gelijksoortig genoemd.

‘ Twee gehele rationale vormen van dezelfde graad, de ene in een aan-
&al cogrediénte, de andere in evenveel contragrediénte variabelen, noe-
men we gelijksoortig-duaal.

Wij schrijven een p-aire vorm van de n® graad in de gedaante

7
{(?{)z Z af}k‘__ X, )\'}'kk mCQ_IDC) S ) _ N

kaarbij in het laatste 1id de symbolische notatie is toegepast. De gelijk-
soortig-duale vorm schrijven we in de gedaante

SD.{M ) = ZO(‘J’{" (,(‘;ec‘.uk... -— (0( M,)ﬂf

In beide symbolische uitdrukkingen verstaat men onder (rts) de vorm

Z“LS

§ In het vervolg zullen wij het aantal coéfficiénten van de p-aire
vorm van de n® graad asnduiden wet N. Men heeft dan pd=:<ﬂé;T:’)‘
Men noemt twee gelijksoortig--duale vormen {Q (a’ x) en CPxﬁxu')q%
apolair als (axx) =0 . De voorwaarde voor het apolair zijn is dus
bilineair in de cogfflciénten'van fen @.
' Een niet-symbolische methode om de uitdrukking (a%y)? die men wel
met (fﬁQN"aangeeft, te berekenen, wordt ons door de formule ‘

(£9)y = L= D" (fe)

gegeven, waarin

/a a:z
D = ;E, gx du, ;
: E=y ) - :

VF‘Immers men heeft
\i; }(4;‘ s 'T:) {({7 vc)m[(){“’) }“"" ’TJZ[QQ()(Q .'JC) [O(/

men op het gevonden resultaat de operator D voldoend@ vaax. t@e < ik
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San verkrijgt men de gewenste foruule.
Jit het bilineair karakter van de uitdrulkiing (:Ecﬁ)‘\T volgt nogs

Ao5o2oh. vora apolair met een aantal gelijksoortige ermee duale voruen,
Q31 L cile vorm ook apolair met elke lineaire combinatie dier voricen.

et N=k gelijksoortige iineair onafhankelijke vormen zijn in het al-
geuech K geliljkseortig--dvale vormen apolair,

Tocr het geval men te doen heeft men twee voruen f—(a‘x)n en ¢p=(xu’
v ongelijke graad beiden in evenveel varlabelen, zegt men dat f en P
=poiair zijn, als
D @) )T =0 Ix) | mb s

N >
(2) (alu)m (O(M')V'mwn»n:-:oi {M}_ 5 PRI ~m L 7

In het eerste geval heeft men

. o, m o,
(3) (&) T alal oal =0 |
1 2 e IV -

waarin elk der getallen i1, 1oy ee-y in_m elk der wacrden 1, 2, ..., P
can aannemen en omgekeerd volgt uit (3), geldiz voor al die waarden der
indices, de betrekking (1). Analoog is (2)aequivalent mat

(CLIO(>ﬂ (YL"O/L.Q ”'O(C,m_,m 2
waarin ieder der optredende indices wederom de waarden 1, ..., P kan
aannemen. ‘
Stelling, Is een vorm fz(a'x)n apolair met een echte n® macht van een
vorm (pu'), dan ligt het punt p op f.
) Imuers men heeft dan (a'p)™=0
'Stelling. Is een vorm f= (arx)™ apolalr met een echte k° macht van een

vorm (pu'), dan is het punt p een (n-k+1)-voudig punt van £(x)=0.

)n—-lc =0

Immers men heeft in dit geval (a'p)k (a'x f’gxﬁ’«r

Na deze inleidende beschouw:mfren stellen wij ons de vraag waar het
ons thans om te doen is: ' '
Als gegeven is een willekeurige p-—aire voxgn (a! x) is het dan moge-—

u/:[ J JI

voeren in een vorm van de gedaante (A'X)™ waarin de codfficignten Aiki
. 3 o e,

11,jk door een DrOJectleve transformatie ¥ =72 o X e deze vorm over te

v

voorgeschreven zijn?
Het is du1de113k dat men om dit doel te. bereiken, de coefflc:Lem;en 7
zo moet klezen, dat aan een aantal betrekkingen voldaan is. Het, aanm 5

e . %

3J
-tal voorgeschreven coéfficiénten Aikl mag derhalve (in het al emeen‘};
1ie

L2 2T

% groter zijn den het aantal coéfficiénten e i3 Deze opme«*k:mg echt*elf

tiegf’h mng niet een definitief antwoord op de vraag, zoala nit de volgcnma
eaveilea zal bll;}ken. i} ‘ -
S Ia het blnalre geble& beschouwe men de cublschevc;rm (a l)’ e Stel{:* f‘

1
ol .



- 3 -
nen zich de vraag of het mogelijk is deze door een projectiéve transfor-.
catie over te voeren in de gedaante X% %. Hiertoe moet men aan de 4
cuEfriciénten eij 4 voorwaarden opleggen, zodat men in het algemeen ver-
mochten kan dat de gevraazde transformatie mogelijk is. Men kan dan in
et algemeen de vorm (a'x)> in de canonische gedaante X3 + Xg overvoereii.
Hoewel men ook 4 voorwaarden in de e,. krijgt, als men onze vorm -
x)* in de gedaante X% + X%X2 wenst te %ren gen, is het duidelijk dat
deza voorwaarden voor de e, - strijdig moeten zijn, want de vereiste
- vorm heeft een dubbele wortel X1=O, terwijl de willekeurige vorm deze
niet behoeft te bezitten en een projectieve transformatie dubbele wor-
tels in dubbele wortels overvoert,
Men had zich in het bovenstaande ook de vraag kunnen stellen of er
getallen € 5 bestaan (i, j = 1, 2), met

-

3’ (/L JC)3*~ Z(Z € J) resp. (t_;i €¢:: ’f) ) i ;‘i (’9‘\] X ))

; "" ey

Het is in deze vorm dat wij het onderzoek willen vervolgen.

g, In 1904 merkte de schaakmeester E.Lasker op, dat de algemene ter-
%naire biguadratische vorm, die 15 coéfficiénten bezit, niet in de

gedaante Z ( )L/

L::[

“te brengen is, hoewel de laatste uitdrukking 15 onbekende coéfficiénten
;eij bevat. Blijkbaar zijn in het algemeen de betrekkingen waarult die ‘
;coéffioiénten elj moeten worden bepaald, strijdig.

~ In 1918 heeft E.K.7akeford een eenvoudig theorema gegeven, waariiee
‘men kan uitmaken of een bepaalde vorm als canonische vorm Voor zeXer
"type van vormen kan optreden. Dit theoreﬁa, bekend als theorema van
?Lasker—ﬁakeford, luidt als volgts
g Een vorm F(X,m) = F(X1,;.E,Xk, mj,..u,mr)

in k variabelen X,,...,X, ,die T parameters m,,...,m, bevat,

?
Ris mogelijk als canoniscge vorm van een vorm f(x) als er niet steeds een
met f£(x) gelijksoortig-duale vorm (u) bestaat, die apolair is met alle
Rvormen or - oF (g=1,4..,k; f) =Ty00.yT) ‘ ‘
X, P
| Bestaat zo'n duale vorm ?(u) wel steeds, dan is P niet een canonlsohef
- gedaante van f(x).
: Bij dit theorema is het niet nodig dat de grootheden X,, ..., X,
ELinealr zijn in de oorspronkelijke variabelen x1,..‘,xp.,. 1j onderstellen
‘slechtg dat elk der X van een gedaante e, ijees xli.,n is. et eant tal

dor rorometers e Wdrdtfblcrb¢3 > N-r ondcrsteld In het veolgende zullen wlj

)

3&&@ coéfficiénten e op een of andere wijze afteller en ze dan

; Keijoeoo
»kowio ,aangeven mnet e na ‘

Bij het bew1as beschouwen de identitelt
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Pl e F(X, ).

¥ iin de co&fficiénten van f(x) resp. byy Doy +ev, by, dan levert deze

-

t dentiteit, na uitdrukken van de grootheden X in de grootheden e enm x

gvfrj'v(e;\)'me) (veit, o, M)

Zijn deve betrekkingen oplosbaar in de grootheden N en m

i

o wier asnta.
M wij > N onderstelden, dan is F een canonische vorm van f3; zijn ze in
slet algemeen niet oplosbaar, dan ailet. In het laatste geval zijn de
Functies 8y niet onafhankelijk, d.w.z. er bestaat cen functie G, zodanig
dat '

ﬁ ™ s :

In het eerste geval is er geen functie G, zodanig dat G(g,) identieXk
nul is. Geldt echter (4), dan heeft men voor alle optredende waarden van

?\ en (:)

N.OG Dgy }"i 2 29y -
V=) 'y / Y=y j)&' P

Deze relaties kunnen wij op de volgende wijze interpreteren. De groot-
heden g, = b, zijn de coéfficiénten van de vorm fj vat nu, afgezien van
zekere getallen~factoren, de grootheden o op als coéfficiénten

b v] :
van een met f gelijksoortig duale vorm gﬂ J dan leren de relaties (5) ons,

dat ‘
o of of
C(J apolair is met alle = en alle S $

A f

dus <

C;D is apolair met alle «—  en alle LA 3
32 DM,
~ als A F
- W¥ij zien dus, dat zo'n vorm g@ steeds bestaat, F niet canonisch is
voor f en dat als ?9 niet steeds bestaat F canonisch is voor f.
De stelling van Lasker-akeford is dus bewezen,_ zodra wij aantonen,
dat een vorm (]D , die apolair is met alle vormen vz , apolair is aet

SF é)e}‘
alle ~—~— en omgekeerd,
Nu heeft men in symbolische ndtgtie Lie =2 el‘*:,i,j;..
inxj... Is cp apolalr met alle g—;(}: , dan is wegens '
‘ ' : 2 _—
—— — *b“"“ PR S :xf, o 9(‘: )i'/' L
39K>‘_-l-... Kk aQwJ&'_‘[. 5 XJ‘E‘

A o T fa + ' . g »
@ zeker apolair met alle Soo Is omgekeerd ?‘3903-311‘ met alle

3 BTN
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N ~~—
> F . . OF :
T , dan is ¢ apolair met \S?« + XjXse.. voor alleiw, 1, §,..-
e X g
R v,gan de definitie van apolarltelt van duale vormen van ongelijke
s Uin casu 7’en é%? ) is q>apola1r met alle :l: » Hiermce is hewt
oX.¢ bxk

ieorvena volledig bewezen.
Wil goven thans enige toepassingen.
fn het hinaire gebied bezit elke vorm (a'x)™ een canonische gedaante
— /\-
F = f?’ka” , waarin )( E’y, x ¢ ., 7ij bepalen de minimale waarde
c ¢ z/ J
L=z ~/
“van k.
Wij beschouwen daartoe de duale binaire vorm ¢= (xu')® en onderzoe-
ken of deze zo tec bepalen-is, dat deze apolair is met elk der vormen

Fr—
?)F‘ = 7 >( dus met een echte (n—1)€ macht, Cm dit te beoordelen
DX

?lossen wij het duale vraagstuk op en vragen of er cen binaire vorm
B = (b'x)" bestaat, die apolair is met elk der echte (n-1)° machten
U?“1, d,w.z. die in elk der door U =0 aangegeven punten dubbelpunten
bezit. Het is duidelijk dat steeds een vorm B te vinden is, die in. [§ i
gegeven punten dubbelpunten (= dubbele WOrtels) bezit, maar niect steeds
een die in L§] + 1 punten dubbelpunten bezit, Dus het gezachte kleinste
aantal k is gelijk aan [51 + 1, Elke binaire quadratische (cubische)
vorm is dus te schrijven als de som van twee quadraten {derde machten)..

In het p-aire gebied kunnen wij een analoge stelling formulcr@n.

Een p-aire vorm f van de graad n is te schrijven als son F—;LX van
k (maar in het algemeen niet als som van k-1) n® machten als er in het
p-aire gebied wel een hyperoppervliak van de graad n bestaat dat in k-1
bwillekeurig voorgeschreven punten dubbelpunten (kegelpunten, ...) bezit;
maar geen zo'n oppervliak dat in k zulke punten dubbelpunten bez1t

Volgens het theorema van Lasker-Wakeford is hcet voldoende het mini-
male getal k te bepalen, waarvoor ecen duale vorm ¢ nict steeds bestaat
die apolair is met elk der k uitdrukkingen E%; = 4;X’m ! , dus die

: QX;

'k gegeven rechten tot dubbelrechien bezit en om dit uit te malen zoeken
wij het minimale getal k waarvoor een vorm B = (b’x)n niet stecds be-

- staat, die in k gegeven punten dubbelpunten bezit.

Voorbeelden, ‘

Er bestaat steeds ecn kegelsnede, die in twee gegeven punten dubbel-
punten bezit (n.l. de dubbelgetelde verbindingslijn dier wvunten) maar ?;
niet steeds een, die in drie gegeven punten dubbelpunten bezit. Dérhalvaf
is elke ternalre quadratlsch vorm te schrlgven als som varn tenminste 3 lt
‘quadraten. o ]
' Fu bestaat steeds e@n cublsche vlakke kromme, die in drie geg@veﬂ
punten dubbelpunten bezit (n.l. @é cubische kromme die onteard is in de
gdri& verbindingsrechten dier punten), maaf niet steeds oen, die in 4
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gogeven  punten dubbelpunten bezit, Dus de ternaire cubische vorm is te
oo

- .

sohnreisven als som van tenminste 4 derde machten,

i bestaat een vierde graads vlakke kromme, die in 5 gegeven punten
Jubbelpunten bezit (n.l. de dubbelgetelde kegelsnede door die nunten), .
Laar in hes algemeen geen die in 6 gegeven punten dubbelpunten bezit,
bernalve is ledere ternaire biquadratische vorm te schrijven als een
som varn btenminste 6 vierde machten.,

Op analoge wijze blijkt dat de ternaire vbrm van de 5G graad te
schrijven is als som van tenminste 7 vijfde machten.

Er bestaat een quadratisch opvervlak in de driedimensionzle ruimte,
dat dubbelounten heeft in 3 gegeven nunten (n,l.'het ¢tubbelgetelde vlak
erdoor), maar geen dat dubbelpunten bezit in 4 gegeven punten. Dexhalve
is iedere quaternaire quadrétische vori te schrijven als een som van |
tenminste 4 quadraten. " .

Er bestaat een cubisch oppervliak, dat @ubbel?unten bezit in 4 gege~-
ven punten, maar gcen dat dubbelpunten heeft in 5 gegeven punten, WaaTr-
uit wvolgt dat de quatcernaire cubische vorm te schrijven is als som van
tenminste 5 derde machten,

Verder blijkt direct: De p-aire guadratische vorm is te'schrijven
als'som van tenminste p quadraten.

Een ander type canonische gedaante leiden wij af voor de ternalre
vorm.(acx)4, Deze is n.l. te brengen in de gedaante F=Q1Q2~Q§, waarin
Qj, Q2 en Q3 quadratisch‘zijn in de variabelen Xqy X, €1 i3. Hiertoe
onderzoeke men of er niet steecds een duale vorm q?zﬁxu')4 bestaat, die
apolair met elk der vormen Qz;(i=1, 2, 3), dus met Qy,Q, en Q3. In
het geval dat Qizxi (i 1,2,3) levert dit op dat alle co&fficiénten
{%ijki vanynul zijn, dus F is canonisch voor f. Evenzo blijkt de cano-

nische vorm Q% 2

+ Q2 + Q§ mogelijk voor fT.
Als voorbeeld van canonische vormen iict parameters m geven wij nog: |

De binaire vorm (a'x)¥ is te gehrijven in de gedaante 7 X4+6mX2Y2+Y4

- 8=
bl . E R ol
Een duale vorm (= (u )t = tg) ¥ U, uy " apolair met 53;3 PV S s

&us‘met 4X3+12mXY2, 12mYX2+4Y3 en 6X2Y2 zal in het geval X=x,;Y=x, apo-
lair moeten zijn met 4x%+12mx1xg; 12mx%x2+4xg; 6x3x§, dus alle co&ffi-
ci¥nten x,(i= 0,1,2,3,4) van @blijken nul te zijn. ’ |
Een ternaire cubische vorm (a'x)3 bezf%mdgﬁégﬁoniscnﬁ gedaante

F:X%'+ X% + Xg ; 6WK1X2X3. Imners de duale vorm ¢= (Wul)3 apolair met

. oF N M R LY. = ' ‘

alle 5 en g, dus (nits.8m” £ =1) heeft IR i X437=0 voor het

geval Xi:xi genomen wordt en bestaat dus nlet_steeds. v
In 1924 gaf Turnbull voor de guaternaire cubische vorm bchelve de' ””

N \

canonische voorstelling _E’N;}‘ ook nog de voorstellingsn :
‘ Loy 2 T A .
TXTHT k@ (p=0,1,2,3,4),
esL L=’/-m~zv.w : B G

AN

wuarin de u;tdrgkk;ngen.ﬁi‘eani‘resp‘wlim@air~en guadratisch zijn in e



grootheden x. ’

Tenslotte geven we nog een generalisatie van de stelling van
nasker-Yakeford,

Zijn f en g twee gelijksoortige vormen, dan zijn F=F(X,m) resp.
G=G(¥Z,m) hiervoor canonische vormen als er niet een stel getallen %v;}a\
(niet beide nul) en een met f gelijksoortig‘duale vorm ¥ bestaan, waar-
voor g:apolair is met alle optredende afgeleide vormen

DONF+MG Y N FRN G )

e b
}’h")
Het bewijs verlooptanaloog aan dat van de nict gegeneraliseerde
stelling, Zijn a, en b, (v=1,,..,N) de co8fficiénten van f resp. g dan
moet voor alle 7, 7. (niet beide nul) het stelsel

')«,q\)-r }2 '@\) = ffv (€, )

oplosbaar zijn, Hierin is wederom iedere X=X(x,e). Dit is slechts dan
niet het geval als er tenminste één stel '),)3\? (niet beide nul) be-
staat, zodanig dat H(hT”“’hN) =0 }e m} , dus

Z )}'/ ’){y 2)%‘ D-f 3f

=

e .
\),./ B‘}v a& 2 V’z/ 3’? ?)

.

dus een met f duale vornm % met (afgezien van getallen fac’coren?c_oé’ffi—-

ciénten gelijk aan ;1{51 v=1,...,N), die apolair is met alle M’F*)“g'i
e

YOuF+N:G) , dus als in het voorafgaande met alle
> Y F nRG) D INF NG )
> X ? B”)Y)
Voorbeeld. f en g zijn kegelsneden; men wenst ze in de canonische

vorm F= §>< 2 resp. - ) = 2 ?'n )( te brengen. lMen zoeke dus een vorm
L—' B
P= (O(u') en een stel getallen 9\,,”); (niet beide nul), zodanlg dat

S‘D apolair is met alle _b/\ F2heg) ' 2(AF25) , in casu met de zes
X B m
vormen . .
L’) "' 2M )X 5 ””\'2 /mL'X,_'Z [ =12 3)

Is ')\ + ’>\ m, # 0 voor i=1,2,3, dan is elke coefflclentﬂ( van cp gelijk"i‘;
aan nul., Is daarentegen een der uitdrukkingen A, + D, m; O b.v. i
N+ \ .My = 0, dan vindt men o = 0, ogk =0 (k 1,2 3), terwijl we-
gens ')( # 0 dan uit de apolarrbelt van cf en '>\ m, X2 volgt Oxﬂ—-O dus |
ook dan is = 0. N ‘
 Hierbij is werkelijk gebrulk gemaakt van het feit dat er geen V
“/,,)\, (belde ongelijk nul) bestaan met ), +>‘ m =0 voor meer dan één
waarde van i, want dan bestaat de apolalre varm voor zo'n stel ),,?}
wel en is de gezochte voorstelllng niet canonisch: In dit geval zljn
‘eohter twee der coef ‘_elen*hen m gel:z,;;k, mda’c dan va.n P en G zekere
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wrojectieve simultane invarient nul is, die voor f en g in het algemeen
viet nul behoeft te zijn, zodat dan de omzetting in het algemeen onmo-
seldiik is, ‘ , :

Ook in het geval, dat een der coéfficiénten m nul is, blijkt om
dczelfde redenen de canonische voorstelling niet te bestaan,

Het is duidelijk dat dit theorema m.m. eveneens geldt, als men
meer dan twee gelijksoortige vormen in een voorgeschreven canonische
gedaante wenst te brengen.,
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